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Résumé : 
Cet  article a pour objectif d’analyser le comportement en vibration transversale des plaques stratifiées 
unidirectionnelles. Dans ce but, nous proposons  une méthode numérique par élément finis, basée sur la 
théorie des stratifiés avec cisaillement transverse. L’élément fini proposé est de forme quadrilatérale à 4
nœuds et 5 ddl/nœud. Nous nous sommes intéressés à l’identification des fréquences propres des stratifiés 
équilibrés et croisés en appuis simples. L’étude que nous avons menée, à travers différents cas tests, a 
montré que les fréquences propres déduite en vibration libre des multicouches  dépendent de plusieurs 
paramètres (orientation des fibres, nombre de couches,  rapport d’orthotropie, l’effet du cisaillement 
transverse, etc.). Des comparaisons ont été effectuées avec les résultats obtenus par la théorie classique des 
stratifiés et la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT).
Mots clefs : Composite, vibration libre, stratifié croisé, stratifié équilibré ; analyse  par éléments.
Abstract :
This article has for objective to analyze the behavior in transverse vibration of the unidirectional laminated  
plates. In this purpose, we propose a numerical method by finite element, based on the theory of laminates 
with transverse shear deformation. The proposed finit element is of a 4-node quadrilateral and 5 DOF / node. 
We were interested to identify the natural frequencies for simply supported angle-ply and cross-ply  
laminated plates. The study which we led, through various cases tests, showed that the natural frequencies 
deducted in free vibration of multilayered depend on several parameters (ﬁber orientation, number of layers, 
report of orthotropie , the effect of the transverse shears, etc.). A comparisons were made with the results 
obtained by the classical laminate and the first order shear deformation theories. 
Keywords: Composite, free vibration, cross-ply laminated, angle-ply laminated, finite element 
analysis.
1 Introduction
De nos jours les matériaux composites fibreux sont de plus en plus couramment utilisés comme alternative 
aux matériaux conventionnels, principalement en raison de leur haute résistance et rigidité spécifique, mais 
aussi à cause de leurs propriétés mécaniques ajustables dans des grandes proportions. Cependant, leur emploi 
nécessite une maîtrise de leur comportement mécanique plus particulièrement dans le domaine des vibrations. 
Cette maîtrise repose sur la connaissance  de leur comportement vibratoire.
Il existe de nombreuses théories utilisées pour décrire le comportement mécanique des matériaux 
multicouches. On peut citer la théorie classique de la plaque mince (CPT), la théorie de déformation de 
cisaillement au premier ordre (FOST) [1,2], la théorie de déformation de cisaillement à l’ordre supérieur 
(HOST) [3,4], les modèles multi particulaires de matériaux multicouches [5,7] et la théorie d’élasticité à trois 
dimensions [8] qui est  assez  précise  pour  les  plaques  anisotropes.
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Les matériaux composites multicouches sont  le plus souvent modélisés par les éléments finis afin d’obtenir 
une estimation des contraintes et des déformations dues aux efforts extérieurs. Le calcul par éléments finis 
consiste d’une part à déterminer le déplacement des points de la structure sous diverses  sollicitations, et 
d’autre part à  bien formuler la variation de l’énergie, ce  qui permet de déduire les contraintes et les 
déformations. Ainsi,  les chercheurs ont étudié le choix du champ de déplacement,  ainsi que la formulation 
de la variation de l’énergie. Parmi les travaux réalisés dans ce sens nous en citerons à titre d’exemple les 
articles de [9,10].
Pour notre part, ce travail porte sur la résolution du problème de vibrations transversales  de plaques 
stratifiées à renfort unidirectionnel. Un  modèle numérique des éléments finis a été développé. Des solutions 
ont été obtenues pour des stratifiés croisés et équilibrés antisymétriques. Les paramètres mis en évidence 
sont l’influence du rapport d’orthotropie, du nombre de couches composantes, l’orientation et la disposition 
des plis dans les plaques. L’effet  du cisaillement transverse est également pris en considération. Les résultats 
sont comparés à ceux obtenus par les méthodes analytiques.
2 Formulation des éléments finis
2.1 Champs des déplacements
Nous considérons ici l'analyse par éléments finis dans le cas où le comportement mécanique est décrit par la 
théorie des stratifiés du premier ordre, prenant en compte le cisaillement transverse. Cette théorie exprime les 
déplacements u (x, y, z,t) , v (x, y, z,t) et w(x, y, z,t) sous la forme:
                                                                                                                                 (1)
Dans le cas où la structure est maillée suivant des éléments stratifiés à quatre nœuds (figure 2.1), le champ 
des déplacements en membrane et rotations en un point est exprimé par interpolation en fonction de ces 
degrés de liberté aux quatre nœuds suivant :
  (x,y,t) = + + +
(x,y,t) = + + +
                              (x,y,t) = + + +                   (2)
où , ..., , ..., , ..., , sont respectivement les déplacements généralisés des nœuds P1, P2, P3 et 
P4 et où h1, h2 , h3 et h4 sont les fonctions d’interpolation.
La relation (2) peut s’écrire pour l’élément e, sous la forme :
U(x, y,t) = Ne (x, y) ue (t)                                                               (3)
où U(x, y,t) est le vecteur des déplacements en membrane et rotations, Ne (x, y) est la matrice des fonctions 
de forme de l’élément e et ue (t) est le vecteur des degrés de liberté de l’élément e.
2.2 Comportement en membrane
Pour le comportement en membrane, le champ des déformations s’écrit sous la forme :
                                                                 (4)
En considérant l’expression (2), les déformations en membrane peuvent donc être exprimées par :
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(x, y) = Bm(x, y) ue (t)                                                                  (5)
où Bm est la matrice dérivée de la matrice des fonctions de forme. 
2.3 Comportement en flexion
Les déformations en flexion s’écrivent sous la forme :
                                              (6)
où κ est la matrice de courbure. En considérant l’expression (2), la matrice de courbure s’écrit :
κ(x, y,t) = Bκ (x, y) ue (t)                                                                (7)
2.4 Comportement en cisaillement transverse
Les déformations en cisaillement transverse sont données par la relation suivante :
                                                              (8)
En introduisant la matrice des fonctions d’interpolation (2), les déformations en cisaillement transverse sont 
exprimées par :
γs (x, y) = Bγ (x, y) ue (t)                                                            (9)
2.5 Formulation de l’énergie
L’énergie de déformation de l’élément fini e d’un stratifié est déterminée par l’expression suivante :
                                (10)
L’énergie de déformation de l’élément e est ensuite déterminée à partir de l’expression (15). Soit :
                                                                  (11)
L’énergie de déformation de la structure est ensuite obtenue par assemblage sur l’ensemble des éléments. 
Soit :
                                                                 (12)
où K La matrice de rigidité globale de la structure. 
En négligeant l’énergie cinétique de rotation, l’énergie cinétique d’un élément est donnée par :
                                             (13)
L’énergie cinétique de la structure est obtenue par assemblage sur l’ensemble des éléments. Soit :
                                                                 (14)
où M est La matrice de masse global.
L’équation dynamique de la structure, en l’absence de charges extérieures, est obtenue en écrivant que 
l’énergie totale est stationnaire, ce qui conduit à l’équation usuelle :
                                                             (15)
où est la matrice accélération de la structure. 
Les solutions recherchées pour cette équation, dans le cas de vibrations libres, sont de types harmoniques.
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FIG.1- Plaque stratifiée et orientation des fibres
FIG. 2- Maillage de la plaque stratifiée
3 Résultats et discussions 
Le matériau composite considéré dans cette étude est le Bore/époxyde dont le mode de disposition de son 
renfort est unidirectionnel. Il est caractérisé par les grandeurs élastiques et rapports d'orthotropie suivants : 
E1/E2=10, G12/E2=0.5 et 12=0.3. Afin de mieux comprendre l'influence des paramètres de renforcement et de 
configuration des plaques composites considérées sur leur comportement vibratoire, on a considéré des 
stratifiés croisés et équilibrés, à plusieurs géométries, nombres de couches et rapports d’orthotropie. Pour des 
raisons de symétrie, seul le quart de la plaque est maillé avec un maillage (6 x 6). 
Plaques composites croisées (0,90) n - Influence du degré d’orthotropie E1 / E2
Les fréquences propres adimensionnées sont  calculées par  la théorie classique et la théorie du premier ordre 
ainsi qu’avec la méthode des éléments finis. Nous avons constaté que plus le nombre de couches est grand, 
moins la structure est sensible à l’effet de cisaillement transversal (tableau 1). Les résultats obtenus montrent 
que le couplage membrane-flexion réduit la valeur de la fréquence fondamentale et qu’elle tend rapidement 
vers la solution des stratifiés symétriques orthotropes (B11=0) lorsque le nombre de couches augmente (figure 
3).
Tableau1: Fréquences propres adimentionnées  d’une plaque composite
croisée carrée en appuis simples (a/h=10)
Stratifié Source E1/E2
        3                 10                     20                 30                   40
(0/90)1 CPT
FSDT
EF
7.12
6.35
6.43
9.32
8.64
8.69
15.21
13.64
13.60
20.26
17.12
18.35
25.28
21.43
24.05
(0/90)2 CPT
FSDT
EF
9.42
8.82
8.61
19.54
18.34
18.44
32.81
29.64
31.78
44.76
40.38
44.01
56.23
50.57
55.26
(0/90)3 CPT
FSDT
EF
9.75
8.85
8.59
19.57
19.45
18.53
32.81
31.68
31.80
44.79
43.10
43.94
56.11
53.80
55.17
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FIG. 3 – Variation de la fréquence fondamentale en fonction du rapport  E1/E2  des stratifiés  croisés 
[0°/90°]2s en appuis simples
Plaque composite rectangulaire équilibré (45/-45/45/-45)- Influence de la géométrie de la plaque
Nous avons étudié l’influence du cisaillement transversal sur les fréquences de vibrations libres en faisant 
varier le rapport a/h de 10 à 50, c.à.d. en allant de la plaque épaisse jusqu’à la plaque mince. On notera que le 
cisaillement transversal a pour effet d’assouplir la structure et par conséquent, de baisser les fréquences 
propres quelque soit la forme géométrique de la plaque composite (tableau 2).
La stratification n’est pas symétrique et par conséquent, il faut prendre en compte l’effet du couplage 
membrane-flexion/torsion (B16 et B26). Pour cela, on a considéré différents stratifiés équilibrés, à plusieurs 
orientations des fibres de bore renforçant la matrice époxyde, permet de montrer sur la figure 4, l’évolution 
de la fréquence fondamentale en fonction de l’angle d’orientation des fibres θ renforçant une plaque carrée 
(a/h=10). Nous constatons alors qu'au fur et à mesure que le nombre de couches composantes augmente, les 
coefficients de couplage B16 et B26 deviennent négligeables en entraînant l'accroissement de la valeur de la 
fréquence fondamentale. Dans ce cas, elle tend rapidement vers la solution des stratifiés symétriques et 
orthotropes (où B16 et B26 .
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FIG. 4 – Variation de la fréquence fondamentale en fonction de l’orientation du renfort des plaques stratifiées 
équilibrées sous appuis simples de forme carrée
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Tableau2: Fréquences propres adimentionnées  d’une plaque composite
(45/-45/45/-45) - en appuis simples
a/h Source a/b
0.2 0.6 0.8 1.0 1.2 1.6 2.0
10 CPT
FSDT
EF
7.7
7.9
7.7
11.9
12.0
11.3
14.7
14.6
13.7
17.6
17.5
16.4
20.5
20.5
19.1
26.7
26.8
25.1
33.2
33.5
31.7
30 CPT
FSDT
EF
8.6
8.9
8.8
14.3
14.3
14.1
18.3
18.2
17.8
22.6
22.5
22.0
27.3
27.2
26.5
37.9
37.9
36.8
50.1
50.4
48.9
50 CPT
FSDT
EF
8.8
9.0
8.9
14.6
14.6
14.5
18.7
18.6
18.4
23.3
23.1
22.8
28.3
28.1
27.7
39.6
39.5
39.0
52.9
53.2
52.3
4 Conclusion
Le comportement en vibration des plaques stratifiées en flexion a été étudié dans le cas de bords en appuis 
simples. Les résultats obtenus ont mis en évidence la variation des fréquences propres en fonction de 
plusieurs paramètres géométriques et de renforcement par le développement de deux méthodes analytiques et 
numérique. L'influence de la séquence d'empilement et du degré d'anisotropie du matériau sur l'évolution de 
la fréquence de vibration des stratifiés antisymétriques a montré que le couplage membrane- flexion/torsion 
est responsable de l'accroissement de la fréquence fondamentale jusqu'à atteindre celle des stratifiés 
symétriques orthotropes lorsque le nombre de couches composantes augmente. 
L’effet du cisaillement transversal des stratifiés croisés et équilibrés a été identifié, en comparant les valeurs 
des fréquences propres obtenues par la méthode des éléments finis (élément du premier ordre) à celles de la 
méthode classique des stratifiés et la théorie FSDT. Il ressort de ce travail que le cisaillement transversal a 
pour effet de baisser les fréquences propres des stratifiés unidirectionnels. 
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